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Résumé : 
La méthode des grilles est utilisée pour déterminer les champs de déplacements dans le plan entourant ne 
pointe de fissure. Les déplacements horizontaux et verticaux notés ux-exp et uy-exp sont comparés avec les 
relations théoriques de la mécanique de la rupture élastique pour étudier l'applicabilité de ces dernières aux 
polymères. Parallèlement, une analyse par éléments finis est développée, pour comparer les déplacements 
expérimentaux et numériques. Des divergences sur le champs, nous incitent à développer de nouvelles 
formulations des déplacements. Le calcul de l'intégrale J à partir des nouvelles formulations est en bon 
accord avec celui obtenu à partir des données numériques. Les formulations proposées permettent 
d'exprimer les champs de déplacements et sont compatibles avec le calcul de l'intégrale J. 
Abstract : 
A grid method is used to determine the in-plane displacement fields around a crack tip. Horizontal 
displacement ux-exp and vertical displacement uy-exp are compared with the approximate solutions of linear 
elastic fracture mechanics with a view to studying their applicability to polymers. An FEA program is 
developed for the purpose of comparing the experimental displacements and the numerical data. The 
divergences on the fields incite us to develop new formulations of displacements. The determination of  
J-integrals is found to be in very good agreement with those derived from numerical data. Consequently, the 
proposed formulations can give displacement fields compatible with the J-integral calculation for the r gion 
near the crack tip. 
Mots clefs : Fissuration, Méthode des grilles, Eléments finis, Intégrale J. 
1 Introduction 
Différents aspects de l'étude du comportement des polymères n'ont pas été complètement traités. Parmi ces 
champs d'études, nous pouvons trouver le comportement de polymères en présence de fissures. Beaucoup 
d'études des champs de contraintes et de déplacements autour de la pointe de fissure ont été faites dan  le but 
d'une meilleure compréhension du phénomène de fissuration. Dans ce cas, les méthodes optiques sont bie 
adaptées à ces études parce qu'elles offrent la possibilité de mesurer de grands champs et cela sans contact. 
Par exemple la photoélasticité [1] et la méthode des caustiques [2] ont été largement employées pour 
comprendre le comportement d'un milieu fissuré. Cependant, quelques études mentionnent la présence d'un  
zone 3D, par des essais expérimentaux [3] [4] ou de simulations numériques [5] En conséquence, dans ces 
différents cas, le facteur d'intensité des contraintes K et l'intégrale J, paramètres considérés comme constants 
par la théorie 2D ne sont pas correctement évalués. Mais K et l'intégrale J ont été introduits comme des 
paramètres qui contrôlent le comportement de la fissure et leur détermination avec précision est essentiell . 
Pour évaluer expérimentalement ces paramètres, il est nécessaire de mesurer des champs proches de la pointe 
de fissure et de disposer d'une représentation théorique et numérique des champs de contraintes/déformations 
tenant compte du comportement particulier des polymères (zone 3D). La comparaison entre les données 
expérimentales et numériques proches de la pointe de fissure permet le développement d'expressions 
théoriques bien adaptées. Dans la littérature, quelques auteurs ont introduit des formulations théoriques pour 
caractériser les champs de déplacement [6] [4]. Le présent travail consiste à extraire les champs de 
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déplacements autour de la pointe de fissure à partir d'une étude expérimentale et d'une simulation numérique. 
ux-exp et uy-exp, respectivement les déplacements expérimentaux horizontaux et verticaux, sont mesurés sur une 
éprouvette SEN chargée suivant le mode I en utilisant l  méthode des grilles. L'éprouvette numérique 
fissurée est sollicitée en utilisant les conditions de chargement expérimentales et permet d'obtenir ls 
déplacements numériques (ux-num et uy-num). Le but est aussi de développer de nouvelles formulations des 
champs de déplacements et vérifier leur compatibilité avec le calcul de l'intégrale J. Le choix de ces
formulations est accentué par la présence de bruit dans les données expérimentales et par la nécessité de 
dériver les déplacements pour le calcul de l'intégrale J. 
2 Formulations théoriques des déplacements dans le plan 
Les formulations théoriques sont déduites de l'approche de Westergaard [7] qui se réfère aux hypothèses de 
matériaux élastiques à comportement homogène et isotrope. Ces solutions (1) sont issues de la mécanique de 
la rupture élastique linéaire avec l'hypothèse des contraintes planes dans un système de coordonnées 
cylindriques (r,θ,z). Les champs théoriques de déplacements dans le plan ux-2D(r,θ) et uy-2D(r,θ) de la surface 









































































































2  (1)   
où KI est le facteur d'intensité des contraintes [8], ν le coefficient de Poisson, E le module d'Young, σ la 
contrainte appliquée et µ (=E/2(1+ν)) le module de cisaillement. 
3 Etude expérimentale (Méthode des grilles) 
Cette méthode d’optique géométrique permet de mesurer les champs de déplacements et est généralement 
utilisée pour étudier les comportements micromécaniques des matériaux [9][10]. Cette méthode a l'avantage 
de donner des mesures précises avec une grande résolution spatiale, et est donc bien adapté à la mesure en 
présence de singularités. Dans l'approche proposée, la réalisation de la grille est obtenue à travers une grille 
maîtresse par vaporisation d'aluminium dans une chambre à vide. L'avantage de ce procédé est la rapidité de 
réalisation de la grille et sa large taille (150x150 mm²) avec un pas (p) de 125 micromètres (figure 1). Pour 
un état de charge référencé par (l), l'intensité I(x,y) visualisée en un point de coordonnées (x,y) peut être 
décrite par la relation suivante, lorsque les grilles orthogonales sont placées dans l'axe de principe de la 
caméra : 

























−−  (2)   
où A(x,y), B(x,y) sont respectivement l'amplitude d modulation et le fond continu, px et py les pas dans les 
direction x et y (dans notre application p=px y), φl-x(x,y) et φl-y(x,y) les phases dans ces directions. 
L'analyse des grilles dans le but d’obtenir les champs de déplacements consiste à démoduler l'intensité I(x,y) 
[11]. Nous avons choisi d'utiliser un programme de démodulation de phase à partir d'une seule image, appelé 
méthode MPC [12]. Les premiers développements de cett  méthode avaient pour but d’extraire la phase 
),( yxφ  à partir d'une seule image de franges, il s’agit donc ici d’une adaptation pour l'analyse des grilles. 
Cette méthode, basée sur le principe de corrélation, recherche le degré de similitude entre un modèle 
mathématique de grille et la grille réelle. Dans notre cas, nous obtenons les phases (φl-x(x,y) et φl-y(x,y)) 
correspondant aux 2 directions. La résolution de la méthode est égale au 20ième de pas (i.e. : 6,25 10-3 mm). 
Les champs de déplacements expérimentaux ux_exp et uy_exp ( 
FIG. 3 – Champs de déplacements théoriques (a), expérimentaux (b), numérique(c) et obtenus par des 
formulations proposées (d). 
) peuvent être exprimés par les relations suivantes av c un système de coordonnées cartésien centré en pointe 
de fissure. 
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où les phases φ0-x(x,y) et φ0-y(x,y) sont les phases à l'état non chargé. 
Pour les investigations expérimentales, un polymère (polyuréthane) est utilisé pour son comportement fragile 
et pour sa grande amplitude de déformations. 
 






FIG. 1 – Montage expérimental composé d'une camera, d'un système de chargement et d'une éprouvette 
fissurée, recouverte d'une grille 
L'éprouvette de type SEN est placée dans une machine de traction (figure 1). La zone d'étude autour de la 
pointe de fissure, est de 30,5x30,5 mm². Le grandissement du système d'acquisition des images est égal à 
32,78 pixels.mm-1. 
4 Etude numérique  
Une étude de fissuration par éléments finis (emploi du logiciel CAST3M) pour une éprouvette SEN est 
effectuée en appliquant les conditions de chargement expérimentales pour estimer les champs de 
déplacements. Pour une comparaison avec les mesures expérimentales, seul un quart de la plaque (figure2) 
est suffisant (conditions aux limites et conditions de chargement) (figure 2). Pour prendre en compte les forts 
gradients de déplacements présents en amont de la fissure, le maillage proche de la pointe de fissure est très 
dense [13]. Le premier développement basé sur ce type de maillage Erreur ! Source du renvoi introuvable.] 
a permis de caractériser l'état tridimensionnel de contraintes proche de la pointe de fissure à partir d'un 
maillage circulaire centré en pointe de fissure. Ici, nous utilisons le même maillage circulaire dans la zone 
proche de la pointe de fissure avec le rayon égal à l  longueur de fissure (a) de l'éprouvette. Enfin, nous 
avons construit l'éprouvette numérique à partir des dimensions géométriques de l'éprouvette expérimentale 
(longueur de fissure (a), épaisseur (h), largeur (W) et longueur (L) sont respectivement égales à 9±0,02, 



















FIG. 2 – Le maillage éléments finis pour le modèle complet (1) et proche de la pointe de fissure (2) 
Pour -π<θ<0, les déplacements numériques sont obtenus en considérant que les déplacements ux_num sont 
symétriques et uy_num sont antisymétriques par rapport à l'axe 
r
 (ligament). Pour s'accommoder des 
variations des contraintes dans l'épaisseur de la plaque, la distance entre les éléments diminuent à l'approche 
de la surface libre. L'origine du système de coordonnées (x,y,z) est centré en pointe de fissure. Les conditions 
aux limites de l'essai expérimental imposent un déplacement nul de la surface du ligament dans la direction y. 
Pour la direction x, un point fixe est suffisant. Nous choisissons un point du front de fissure, c'est-à-dire 
(ux_num) = (0) à (x,y,z) = (0,0,0). Afin de considérer la symétrie du problème dans l'épaisseur, les 
déplacements sont nuls suivant la direction z, sur le plan z=0. Le matériau a un comportement fragile 
(polyuréthane) dont les caractéristiques mécaniques E=3±0,4 MPa et ν=0,46±0,04, sont issues d’un essai de 
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traction. Afin de comparer les résultats expérimentaux avec les champs obtenus par éléments finis, les 
données de l'analyse par éléments finis sont extraites du modèle complet pour correspondre à la même région 
d'étude définie par la méthode des grilles. La  
FIG. 3 – Champs de déplacements théoriques (a), expérimentaux (b), numérique(c) et obtenus par des 
formulations proposées (d). 
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FIG. 3 – Champs de déplacements théoriques (a), expérimentaux (b), numérique(c) et obtenus par des 
formulations proposées (d). 
Nous pouvons facilement remarquer que les déplacements théoriques sont largement différents, comparés 
aux déplacements expérimentaux et numériques. A partir des données expérimentales, les gradients de 
déplacements, nécessaires au calcul de l'intégrale J, sont difficiles à obtenir car les données sont entachées de 
bruit. Pour résoudre ce problème, la première possibilité consiste à filtrer les données. La seconde possibilité 
est d'interpoler les données expérimentales par une formulation adaptée. 
5 Formulations proposées 
Les données expérimentales, les résultats numériques et la formulation d'Arakawa [6] nous permettent de 
donner une représentation mathématique des déplacements plans (déplacements longitudinaux et verticaux 













































































sin.sin..ε,u  (5)   
où C1x, C2x, Cy, λx, λy αx et αy sont des coefficients constants. 
Afin d’obtenir les valeurs des sept coefficients, nous minimisons les écarts quadratiques entre les équations 4 
et 5 et les champs expérimentaux ou numériques. Nous p vons voir que les formulations proposées sont en 
bon accord avec les champs de déplacements expérimentaux et numériques (figure 3-d). Avec ces nouvelles 
formulations proposées et après détermination de seul m nt sept coefficients, il est possible de calculer les 
valeurs de l'intégrale J et de les comparer avec les valeurs de l'intégrale J obtenues à partir des gradients 
numériques de CAST3M. 
6 Calcul de l'intégrale J 
Pour calculer l'intégrale J en utilisant les champs de déplacements mesurés, il est nécessaire de déterminer les 
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 (6)   
où Γ est le contour d'intégration, k1 (=2/(1-ν))et k2 (=(1+ ν)/(1- ν)) des constantes caractérisant l'état plan 
(contraintes planes) du problème bidimensionnel considéré. 
Dans le logiciel CAST3M, la fonction Grad, nous perm t d'extraire les gradients de déplacements numF  sur 
la surface libre. J_int/exp J_int/num, J_num/2D et J_num/3D représentent respectivement l'intégrale J calculée à partir des 
équations (4 et 5) et des champs expérimentaux, l'intégrale J calculée à partir des équations (4 et 5)des 
champs numériques, l'intégrale J calculée à partir des gradients numériques de la simulation 2D et l'intégrale 
J calculée à partir des gradients numériques de la modélisation 3D. Pour calculer l'intégrale J (J_int/exp et 
J_int/num) à partir des formulations proposées et des données umériques (J_num/2D et J_num/3D), nous définissons 
des contours Γ (cercle de rayon r) centrés en pointe de fissure. Le calcul de l'intégrale J est limité par un 
rayon maximal égal à la longueur de fissure (a=9mm). Les gradients de déplacements expérimentaux sont 
extraits à partir de la minimisation des écarts entre les équations (4 et 5) et des résultats expérimentaux. Pour 
un état de contraintes planes (problème bidimensionel), l'intégrale J (Jtheo= KI²/E) est égale au taux de 
restitution de l'énergie. Afin d’évaluer l'exactitude du programme de sommation finie (équation 6), nous 
avons extrait les gradients de déplacements d'un modèle numérique 2D reprenant le même maillage 
rayonnant en pointe de fissure que le maillage 3D (figure 2). Nous pouvons voir sur la figure 4, qu’il n’y a 
que très peu de différences entre les valeurs utilisant la sommation (J_num/2D) et les valeurs de l'intégrale J 
théorique (Jtheo). Donc le maillage rayonnant est très bien adapté pout calculer l'intégrale J. Utilisant le même 
programme de calcul, nous avons tracé J_num/3D de la surface libre. Jint/exp et Jint/num sont respectivement les 
intégrales J calculées par interpolation des déplacements expérimentaux et des déplacements numériques en 
utilisant les formulations proposées. 
 
FIG. 4 – Tracé des intégrales J calculées à partir des formulations théoriques, des gradients numériques et de 
l'interpolation des déplacements numériques et expérimentaux  
Nous pouvons noter que les écarts entre Jtheo et Jint/exp ou J_num/3D peuvent être identifiés comme de la 
triaxialité. Ce résultat montre que les champs théoriques de déplacements sur la surface libre ne sont pas 
suffisants pour calculer avec une bonne exactitude, le taux de restitution de l'énergie pour ce problème 3D. 
Cependant, il est possible de réduire cet écart en utilisant une épaisseur plus petite, pour être plusroche du 
problème bidimensionnel. Expérimentalement et encore plus numériquement, le faible nombre de points 
pour définir le contour Γ ne permet pas de calculer les valeurs de l'intégrale J quand r < 0,4 millimètres. 
Toutefois, on peut remarquer que Jint/num et J_num/3D sont très semblables, ce qui démontre que les nouvelles 
formulations développées sont bien adaptées pour caractériser les champs de déplacements et les gradients 
de déplacements au voisinage de la pointe de fissure. De plus, les valeurs de l'intégrale J numérique et 
expérimental sont très proches. Un petit écart exist  entre Jint/num et Jint/exp et peut s'expliquer par une 
évaluation non parfaite des caractéristiques mécaniques du matériau ou par un comportement non 
parfaitement élastique linéaire du polyuréthane. Nous pouvons voir que Jint/exp et Jint/num décroissent quand 
r→0 et r<3 mm (R=r/h<0,5), ce qui peut être expliqué par la présence d'effets 3D dans l'essai expérimental t 
dans la simulation numérique. 
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7 Conclusion 
Une investigation expérimentale des déformations proches de la pointe de fissure pour une éprouvette SEN 
en polyuréthane chargée en mode I est effectuée en utilisant la méthode des grilles. Cette méthode, qui est 
habituellement employée à l'échelle micrométrique, a été utilisée ici pour le calcul de déplacements sur une 
grande zone (30,5x30,5 mm²). Les champs de déplacements plans sont obtenus en utilisant un programme de 
démodulation de phase à une seule image. Les simulat ons numériques pour l'essai de fissuration sont 
réalisées à partir du logiciel CAST3M. Le maillage rayonnant présenté est basé sur les travaux de Nakamura 
et le développement d'Humbert. Les comparaisons entre les données théoriques, expérimentales et 
numériques nous permettent de remarquer que la théorie bidimensionnelle n'est pas adaptée pour caractériser 
les champs de déplacements plans pour une plaque finie. Dans ces conditions, une formulation est 
développée pour représenter l'état de déplacements proches de la singularité et pour calculer les paramètres 
de rupture. L'intégrale J de contour est aussi calculée à partir des données expérimentales en utilisan  les 
formulations développées et elle est comparée à l'intégrale J issue des gradients numériques. Nous concluons 
que les formulations développées sont bien adaptées pour représenter les champs de déplacements plans 
proches de la pointe de fissure. Avec les formulations proposées (équations 4 et 5), les déplacements p uvent 
être interpolés à partir des données expérimentales bruitées. Le calcul de l'intégrale, J tenant compte de la 
complexité de la zone singulière, peut être obtenu. Les valeurs de l'intégrale J obtenues à partir de la r lation 
théorique ne sont pas suffisantes pour déterminer le taux de restitution d'énergie autour de la pointe de 
fissure pour un problème tridimensionnel, car la tri xialité n'est pas prise en compte et donc l'intégrale J est 
dépendante du contour. Les formulations développées euvent être utilisées de deux façons : la première, 
pour une meilleure évaluation de K et de l'intégrale J à partir d'essais expérimentaux, la deuxième, pour les 
études fondamentales des comportements des polymères dans des conditions de rupture. 
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